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概 要

MCMC法は積分計算/数え上げのための強力な乱択近似計算法である．MCMC法に
おいて，「マルコフ連鎖を用いたランダムサンプリング法」の側面が強調されるが，モン
テカルロ法にも創意工夫が施されている．本稿では，「設計したサンプリング法からどの
ようにモンテカルロ法を構築するか」について，解の近似精度保証と計算量の観点から
議論する．具体的な対象を例に，自己帰着可能性を利用した再帰的なMCMC法を紹介
する．

Keywords: MCMC（Markov chain Monte Carlo; マルコフ連鎖モンテカルロ）法，数
え上げ問題，#P困難，FPRAS（全多項式時間乱択近似スキーム），自己帰着可能性
（self-reducibility）．

1 はじめに

MCMC（Markov chain Monte Carlo; マルコフ連鎖モンテカルロ）法は積分計算/数え
上げのための強力な乱択近似計算法である．MCMC法の「マルコフ連鎖を用いたランダム
サンプリング法」というアイデアは面白く，その側面ばかりが強調されがちだが，もちろん，
それだけでは目的の積分計算/数え上げにはたどり着かない．実際，マルコフ連鎖の収束ス
ピードの問題とも相俟って，モンテカルロ法の部分にも多くの創意工夫が施されている．「設
計したサンプリング法を用いてどのようにモンテカルロ法を構築するか」について，本稿で
は自己帰着可能性（self-reducibility）に焦点を当てて議論する．解の近似精度保証と計算量
という観点において，この自己帰着可能性を利用した再帰的MCMC法は非常な成功を収め
ている．いくつかの具体的な対象を取り上げ，この自己帰着可能性のアイデアを紹介するの
が本稿の目的である．

1.1 モンテカルロ法

モンテカルロ法は，平均，比率の計算に高い効果のある乱択計算法（randomized algorithm）
である．モンテカルロ法の説明で最もよく用いられる例は円周率 π（=半径 1の円の面積）
の計算法であろう．互いに独立な一様ランダムな点X ∈ [−1, +1]2を多数生成し，そのうち，
原点を中心とする半径 1の円内にある点の割合に正方形の面積 4を乗じた値が πの近似値と
して得られる．この近似値はランダム生成する点の個数が増加すると，大数の法則に従い漸
近的に真の値 πとなる．また，Chebyshevの不等式などの確率不等式を利用して近似値の精
度を確率的に評価することもできる [15, 40, 43]．



同様に（0で無い面積をもつ）2次元領域の面積の計算にも応用できる．さらに，3次元，
4次元領域の体積計算に対しても同様の手法を考えることもできるだろう．しかし，この素
朴なモンテカルロ法の前には，計算量的な意味での「次元の呪い」が立ちはだかっている．
例として，半径

√
n/2の n次元ユークリッド球Bnの体積を考えよう1．Bnの体積V(Bn)は
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を満たす．ただしΓはガンマ関数である2．球Bnは1辺の長さ
√

nのn次元の超立方体Cnに内
接するにも関わらず，Cn中の一様ランダムな点がBn内に入る確率 pnは pn = V(Bn)/

√
n

n
<

(b1
2
c!)−1となる．この確率は

n = 10で pn < 1/5! ' 0.01,

n = 20で pn < 1/10! ' 2.7 × 10−7,

n = 100で pn < 1/50! ' 3.3 × 10−65,

であり，100次元ともなるとCn中のランダムな点がBnに入ることは，地球上の全原子の中
から 1原子をあてるよりも難しい3．すなわち，Bnは 1辺の長さ 1の n次元立方体を完全に
含むことから明らかなように 1以上の体積を持つにもかかわらず，素朴なモンテカルロ法を
用いると，現実的な時間では高次元球の体積は “0”になってしまうのである．

1.2 数え上げ問題/積分計算の計算量

計算量的な観点において，高次元の体積計算は “難しい”ことが知られている．1979年に
Valiantは数え上げ問題の計算量クラスとして#P完全（#P困難）4の概念を提唱した [51]．
#Pは，クラスNPに属する問題の許容解の個数を計算する問題のクラスである．数え上げ
問題と積分計算は，Pickの定理，その一般化であるEhrhart多項式などを介して密接な関係
を持つ．自然，多くの積分計算は容易に#P困難となり得る．高次元凸多面体の体積計算も
また#P困難である [7]．

NP完全などの “難しい”問題の数え上げだけでなく，クラスPの多くの問題に対する数
え上げ問題も#P完全となることが知られている．Valiantは [51]において，正方 0-1行列の
パーマネントの計算が#P完全であることを示している．この問題は 2部グラフの完全マッ
チングの数え上げ問題と等価である．このほか 0-1ナップサック解の数え上げ，輸送問題の
整数解の数え上げなども#P完全である．逆に多項式時間で数え上げのできる対象としては，
グラフの全張木の数え上げ，平面グラフの完全マッチングの数え上げがある [17]．

1球の例は，本稿で「モンテカルロ法を用いて高次元 “球”の体積計算をしよう」という意味ではない．あく
まで，球という “ふっくら”した物体（=超立方体の全ての面に内接する凸体）に対してさえ，モンテカルロ
法は非効率的になり得るという例である．

2正の実数 xに対して，Γ(x + 1) = xΓ(x)が成り立ち，Γ(1) = 1，Γ( 1
2 ) =

√
πである．特に正の整数 nに対

して Γ(n + 1) = n!となる．
3ちなみに全宇宙の素粒子の個数は 1080 程度と言われている．
4本来，#Pは「ナンバーピー」と読むべきであるが，近年では「シャープピー」と読まれることの方が多

い．#（ナンバー）は横棒が水平，]（シャープ）は縦棒が垂直であり，両者は異なる記号である．しかし，最
近では ]Pという記述をする文献も見かけるようになった．



1.3 乱択計算の近似精度保証

数え上げ困難な問題に対する効率的な近似計算法として，乱択化は非常に有望なアプロー
チである．乱択近似計算においては，出力される解が確率的であることから，近似精度保証に
も，決定的な近似計算法には無い「確率的な評価」が必要となる．1983年にKarp & Lubyは
RAS(randomized approximation scheme; 乱択近似スキーム)の概念を提案している [25, 26]．
任意の入力 ε, δ > 0に対して，乱択計算法が，厳密解Aに対する近似解 Zを出力して，

Pr

(
|Z − A|

A
≤ ε

)
≥ 1 − δ

を満たす時，その乱択計算法はRASと呼ばれる．すなわち，RASで得られる近似解は高い確
率で相対誤差が保証されている．特に，poly(入力サイズ, ε−1, ln δ−1)時間のRASをFPRAS

（fully polynomial-time RAS ; 全多項式時間乱択近似スキーム）と呼ぶ．
多くの乱択計算法の中で，#P困難な問題に対するFPRASの設計は（理論的な多項式性

の意味で）最も成功しているもののひとつと言える5．そして，多くの数え上げ困難な問題
に対して FPRASを与えているのがMCMC法である．

1.4 MCMC法

MCMC法は，サンプリングにマルコフ連鎖を利用するモンテカルロ法であり，数値積分，
シミュレーションなどに用いられる．大規模な空間を持つ対象に対して効果的な計算法であ
り，特にランダムサンプリング自体が困難な問題に対して強力に効果を発揮する．

MCMC法におけるサンプリングの基本的なアイデアは，「（エルゴード的な）マルコフ連
鎖を繰り返し推移させ，漸近的に定常分布に従うサンプルを得る」という非常に単純なもの
である．したがって，適切なマルコフ連鎖を設計することで，所望の分布に対するサンプリ
ング法を構築することができ，各種の確率的アルゴリズムに組み込むことができる．この枠
組みの簡明さゆえに，MCMC法は，統計物理学，経済学，統計学，バイオインフォマティ
クス，オペレーションズリサーチなどの様々な分野に頻繁に現れる．

MCMC法により，状態空間の大きい対象や複雑な分布に対して効率的なサンプリング法
が設計できるようになり，さまざまな#P困難な問題に対する効率的な乱択近似計算法の可
能性が広がった．実際に，1991年のDyer, Frieze & Kannanによる高次元凸体の体積計算に
対するFPRAS（[8]），2004年の Jerrum, Sinclair & Vigodaによるパーマネントの計算に対
する FPRAS（[21]）といった重要な成果がMCMC法によって得られている．

1.5 本稿のねらいと構成

本稿では FPRASを目的としたMCMC法の設計について，高次元凸体の体積計算 [7, 8,

24, 17]，パーマネントの計算 [4, 18, 21, 20]を例に紹介する．1.1節の例のように，素朴なモ
ンテカルロ法では難しいであろうFPRASの構築について，再帰的にモンテカルロ法を利用

5近年，多くの乱択アルゴリズムに対して，脱乱択化（derandomization）の手法によって，同等の性能を持
つ決定的アルゴリズムが得られるようになってきた．代表的な例として，素数判定が挙げられる．多項式時間
の乱択近似計算法があって，多項式時間の決定的近似計算法の知られていない問題は，それほど多く無い．



する巧妙なアルゴリズムを俯瞰する．この再帰的なアルゴリズムを支える自己帰着可能性に
着目し，精度保証のための要点について考察する．モンテカルロ法，マルコフ連鎖を用いた
サンプリング法，自己帰着可能性，近似精度保証と計算量は互いに緊密に関連しており，そ
れぞれを完全に切り離して議論することはできない．中でも，マルコフ連鎖の収束スピード
の算定はこの分野における中心的な課題ではあるが，本稿ではこの話題は必要最小限にとど
め，冒頭にも述べたとおり，「数え上げ/積分計算のためのモンテカルロ法の設計」を中心に
議論する．
以下，第 2章ではマルコフ連鎖を用いたランダムサンプリング法について簡単に述べる．

第 3章では高次元凸体の体積計算のためのMCMC法を紹介する．第 4章では第 3章の方法
から抽出される自己帰着可能性の性質について考察し，いくつかの離散的対象に対する数え
上げ計算法の例を紹介する．第 5章ではパーマネントの計算法を紹介する．第 6章でまとめ
と関連する話題について述べる．

本稿では実数全体の集合をRで表し，また整数（非負整数，正整数）全体の集合をそれ
ぞれ Z （Z+, Z++）で表す．

2 マルコフ連鎖を用いたランダムサンプリング法

本稿では離散時間のマルコフ連鎖を扱う．さらに，この章では有限の状態空間Ωと推移
確率行列 P をもつマルコフ連鎖Mを対象とし，定常分布への収束に関する定義を行う6．
マルコフ連鎖Mが既約（irreducible）であるとは，任意の状態対 {x, y} ∈

(
Ω
2

)
に対して，

∃t > 0, Pr(X t = y | X0 = x) > 0が成り立つことを言う．ただし，各 t ≥ 0に対する確
率変数X tはマルコフ連鎖Mに従う確率的な時系列とする．マルコフ連鎖Mが非周期的
（aperiodic）であるとは ∀x ∈ Ω, gcd{t ∈ Z++ | Pr(X t = x | X0 = x) > 0} = 1 が成り立つこ
とを言う．ただし gcdは最大公約数を表す．既約で非周期的な有限マルコフ連鎖をエルゴー
ド的（ergodic）と呼ぶ．エルゴード的なマルコフ連鎖は唯一の定常分布を持ち，極限分布は
定常分布に一致する．

2.1 定常分布の設計

次の定理は，マルコフ連鎖の定常分布を設計する上で重要な定理である．

定理 2.1 （[14]参照．）状態空間Ωと推移確率行列P を持つエルゴード的なマルコフ連鎖M
の定常分布を πとする．関数 f : Ω → R++が次の詳細均衡式（detailed balance equation）

f(x)P (x, y) = f(y)P (y, x), ∀{x, y} ∈
(

Ω

2

)
(1)

を満たす時，関数 fに対して，正の定数Cが存在して，任意のx ∈ Ωに対してπ(x) = C ·f(x)

が成り立つ．ただし，P (x, y)，P (y, x)は，推移確率行列P における xから yへ，yから xへ
のそれぞれの推移確率を表す． ¥

6次の章で，連続空間のマルコフ連鎖が出てくるが，連続空間の場合でも本質的に同様の議論ができる．



Metropolis-Hastings MCMC法のためのマルコフ連鎖の設計の多くは，この詳細均衡式
を利用したものである．例として，空間Ω上で関数 f : Ω → R+に比例する分布を設計する
ためのMetropolis-Hastings法を記そう．いま，状態空間Ω中に近傍が定義され，各状態の近
傍サイズ（近傍の個数）は高々kとする．マルコフ連鎖の推移は次のように定義される．現
在の状態Xの近傍 Y を（定数）確率 1/kで選ぶ．確率 f(Y )/(f(X) + f(Y ))で状態 Y に推
移し，それ以外の場合はXにとどまる．このマルコフ連鎖の定常分布は fに比例する．従っ
て，効率的に近傍を見つけることができ，状態 x ∈ Ωに対して f(x)が容易に計算できれば，
所望の分布が漸近的に得られる．

2.2 マルコフ連鎖の収束

ここでは，マルコフ連鎖の収束具合を見積もるための道具を紹介する．まず，状態空間
Ω上の分布の間の距離を以下のように定義する．

定義 2.2 （[14]参照．）同一の有限状態空間Ω上の 2つの確率分布 ν1と ν2が与えられた時，
ν1と ν2の間の全変動距離（total variation distance）を

dTV(ν1, ν2)
def.
= max

A⊆Ω

{∑
x∈A

(ν1(x) − ν2(x))

}
≡ 1

2

∑
x∈Ω

|ν1(x) − ν2(x)|

と定義する．

全変動距離の定義を用いて収束時間の尺度を以下のように定義する．

定義 2.3 （[14]参照．）任意の正数 ε < 1に対して，状態空間 Ωを持つエルゴードマルコフ
連鎖Mの混交時間（mixing time）は

τ(ε)
def.
= max

x∈Ω
{min{t | ∀s ≥ t, dTV(π, P s

x) ≤ ε}}

と定義される．ただし，πはマルコフ連鎖Mの定常分布とし，P s
x は初期状態 x ∈ Ωとして

時刻 0から時刻 s ≥ 0まで推移させた時のマルコフ連鎖Mの確率分布とする．

すなわち，マルコフ連鎖を τ(ε)回推移させると，定常分布との総変動距離が ε以下の分布が
得られる．特に，τ(ε) ≤ poly(入力サイズ, ε−1)の時，マルコフ連鎖は多項式時間で収束する
という．

3 高次元凸体の体積計算

以下，Bn(x, r)は x ∈ Rnを中心とする半径 r ∈ R++の n次元ユークリッド球

Bn(x, r)
def.
= {y ∈ Rn | ‖y − x‖2 < r}

を表すとする．次の条件を満たす n次元の凸体K ⊂ Rnを考えよう．



条件 1 凸体Kは n次元球Bn(0,
√

n(n + 1))に完全に含まれ，n次元球Bn(0, 1)を完全に含
む．すなわち，Bn(0, 1) ⊆ K ⊆ Bn(0,

√
n(n + 1))を満たす7．

また，凸体Kには帰属判定オラクル（membership oracle）を仮定する．すなわち，点x ∈ Rn

が与えられた時，x ∈ Kの判定は単位時間で行えるとする．
以上の条件を満たす凸体Kの体積V(K)の計算を考えよう．尚，有界で全次元的な凸体

K ′に対して，適切なアフィン変換を施すことで条件 1は得られる．また，アフィン変換に基
づく体積変換は容易に計算できる8．

体積計算の基本的なアイデア 凸体Kに対して，r1 ∈ R++を 1 < r1 <
√

n(n + 1)として，
K1

def.
= K ∩ Bn(0, r1)とする．このとき，

V(K) =
V(K)

V(K1)
· V(K1) (2)

が成り立つ．したがって，V(K)/V(K1)とV(K1)の値がわかればV(K)が計算できる．いま，
仮にK 中の点を一様サンプリングできたとしよう．すると，V(K)/V(K1)をモンテカルロ
法で見積もることができる．すなわち，K中の一様ランダムな点を多数生成し，この時K1

に入る点の個数の割合はV(K1)/V(K)の近似値である．したがって，V(K)の計算はV(K1)

の計算に帰着されることになる．
このときK1は明らかに条件 1を満たしている．つまり，再帰的な構造を考えることが

できそうである．いま，適当な長さの実数列 r0, . . . , rqは r0 =
√

n(n + 1)，rq = 1とし，各

i ∈ {1, . . . , q}に対して ri−1 > riを満たすとする．またKi
def.
= K ∩ Bn(0, ri) (i ∈ {0, . . . , q})

とする．このとき，式 (2)を再帰的に考えると，

V(K) =
V(K0)

V(K1)
· V(K1)

=
V(K0)

V(K1)
· V(K1)

V(K2)
· V(K2)

= · · ·

=
V(K0)

V(K1)
· V(K1)

V(K2)
· · · V(Ki−1)

V(Ki)
· · · V(Kq−1)

V(Kq)
· V(Kq) (3)

が得られる．もし，各Ki−1 (i ∈ {1, . . . , q})内の一様ランダムサンプリングが行えるとすれ
ば，V(Ki)/V(Ki−1) (i ∈ {1, . . . , q})をモンテカルロ法で見積もることができる．また，条件 1

と rq = 1を考えると，Kq = K ∩ Bn(0, rq) = Bn(0, 1)となり

V(Kq) = V(Bn(0, 1)) =
π

n
2

Γ
(

n
2

+ 1
)

と計算できる．以上の議論から，式 (3)を用いて凸体Kの体積を近似的に計算できる．
7したがって，もちろんK は有界で全次元的である．また，K が閉 (closed)もしくは開 (open)であること

は必ずしも必要ではないが，後のマルコフ連鎖の議論の簡便のため，ここでは開とする．
8アフィン変換についての議論は割愛する．[17]を参照されたい．



マルコフ連鎖 しかし，K中の一様ランダム生成はどのようにして得られるのであろうか．
ここでは ball-walkと呼ばれる（連続空間）マルコフ連鎖を紹介しよう．以下，n次元ユーク
リッド球中の一様乱数オラクルを仮定する9．
この ball walkは一種のMetropolis-Hastings法で，現在の点X ∈ Kから次の時刻の状態

X ′への推移は次のように定義される10．まず，次の状態の候補 Y を Bn(X,
√

n)の中から一
様ランダムに選ぶ．次に，Y ∈ KならX ′ = Y とし，Y 6∈ KならX ′ = X とする．このと
き，明らかにX ′ ∈ Kである．このマルコフ連鎖の定常分布がK中の一様分布であることは，
離散のマルコフ連鎖の詳細均衡式 (1)を注意深く連続空間に拡張することで示される．また，
このマルコフ連鎖の 1回の推移にかかる計算量は，球中の乱数生成の時間とKの帰属判定の
時間である．

精度保証のために 以上，基本的なアイデアを紹介したが，実際には様々なパラメータを
設定する必要がある．まずは，Kiを定める半径の列 r0, . . . , rqについて考えよう．半径の比
ri−1/riをあまり大きくしすぎると，モンテカルロ法で V(Ki)/V(Ki−1)を見積もる時に高次
元の呪いにはまり，1.1節の例のように多項式時間では有効な値が得られない可能性がある．
一方，ri−1/riをあまり小さくすると，反復回数が多くなってしまう．
現実的な方法としては，ri = n

√
2 ri−1と設定すると，この問題を解決できる．このとき，

V(Ki)

V(Ki−1)
≥ 1

2

が成り立ち，モンテカルロ法の近似精度の問題は回避される．また，再帰の回数 qも

q ≤
⌈
log

2
1
n

√
n(n + 1)

⌉
=

⌈
ln
√

n(n + 1)

ln 2
1
n

⌉
=

⌈
n · ln

√
n(n + 1)

ln 2

⌉
= O(n ln n)

を満たし，反復回数は nの多項式で押さえられる．
他には，マルコフ連鎖の推移回数とモンテカルロ法のサンプリング回数を議論する必要

がある．マルコフ連鎖の推移回数については，総変動距離が十分小さな ε′になる回数を決め
ればよい．条件 1の下で，ball-walkが多項式時間収束することが示されている [23]．モンテ
カルロ法のサンプリング回数については，マルコフ連鎖の推移回数から得られる総変動距離
ε′を考慮したベルヌーイ試行 —すなわちKi−1の一様ランダムな点がKiに入るか否か— を
考えると，Chernoff限界などの確率不等式を用いて十分なサンプリング回数を算定すること
ができる．これらの算定を注意深く組み合わせることで，FPRASが得られる．

自己帰着可能性 本章で紹介したアルゴリズムの基本的アイデアにおいて，重要な役割を果
たしているのが，自己帰着可能性である．すなわち，Kiの体積計算という問題は，条件 1を
含めて再帰的構造を持つ．条件 1を満たすことにより，

1. ball-walkが高速に収束する，
2. メンバーシップオラクルをもつ11，

という性質が保証される．これらの性質が再帰計算の効率性に大きく寄与している．
9球中のランダムサンプリングについての議論も割愛する．[11]を参照されたい．

10ここでは簡便のためK 内の一様ランダム生成法について述べるが，各Kiについても同じ方法で得られる．
11x ∈ Ki の判定は，x ∈ K の判定時間と，‖x − 0‖2 < ri の判定時間で行える．後者の時間についても，x
がランダムな点であることを考えると，（期待値として）十分速い時間で計算することができる．



4 自己帰着可能性と離散構造
前章では，対象が連続的な高次元凸体の体積計算に対して，自己帰着可能性を利用した

再帰計算を取り扱った．これを参考に，改めて自己帰着可能性について考察してみると，集
合Ωの部分集合∆が，帰着先の集合Ω′と（一対一）対応する時，

|Ω| =
|Ω|
|Ω1|

· |Ω1|
|Ω2|

· · · |Ωi−1|
|Ωi|

· · · |Ωq−1|
|Ωq|

· |Ωq|

=
|Ω0|
|∆0|

· |Ω1|
|∆1|

· · · |Ωi|
|∆i|

· · · |Ωq−1|
|∆q−1|

· |Ωq|

という再帰式が得られる．これを基に，各 Ωiのランダムサンプリングが行え，かつ最終的
な |Ωq|が容易に計算可能であれば，元問題 |Ω|に対する近似計算が行えるという構造である．
再帰的に現れる各Ωiが共通の構造をもっているならば，共通の手法に基づくランダムサ

ンプリング法が得られるであろう．このとき，次の点に気をつけなければならない．

1. 帰着先もまた “性質の良い”問題であること．
2. （状態空間のサイズに関する）スケーリングが良く効くこと．

“性質の良い”とは，例えば先の例ではモンテカルロ法が多項式時間で良い近似精度の解を返
す必要がある．たとえ共通の構造を持っていても，再帰で起こり得る全ての場合において取
扱い易い構造でなければ，この再帰計算法はうまく働かない．一方，スケーリングに関して
は，離散構造が往々にして自明な良い再帰構造をもつ．
本章では，“良い”自己帰着可能性を持つ離散的対象の例を 2つあげよう．

4.1 0-1ナップサック問題の解の個数

ベクトルa ∈ Rn
++と実数 b ∈ R++が与えられた時，集合Ωn

def.
= {x ∈ {0, 1}n | a · x ≤ b}

の要素数を計算する問題がナップサック問題の解の数え上げ問題である．この問題は#P完
全であることが知られている．
添え字 nに注目して，∆+

n
def.
= {x ∈ Ω | xn = 1}，∆−

n
def.
= {x ∈ Ω | xn = 0} とする．もし

x ∈ ∆+
n ならば，n番目のアイテムを取り除いたナップサック解x′ = (x1, . . . , xn−1, 0)はx′ ∈

∆−
nである．つまり |∆−

n | ≥ |∆+
n |が成り立つ．∆−

n∪∆+
n = Ωnであるから，|∆−

n |/|Ωn| ≥ 1/2が成
り立つ．∆−

n はn−1アイテムのナップサック問題の解集合Ωn−1
def.
= {x ∈ {0, 1}n−1 | a′ ·x ≤ b}

と対応する．ただし a′ ∈ Rn−1
++ は a′ = (a1, . . . , an−1)とする．

したがって，Ωk (k ∈ {2, . . . , n})のランダム生成ができるならば，

|Ωn| =
|Ωn|
|Ωn−1|

· |Ωn−1|
|Ωn−2|

· · · |Ωi|
|Ωi−1|

· · · |Ω2|
|Ω1|

· |Ω1|　

=
|Ωn|
|∆−

n |
· |Ωn−1|
|∆−

n−1|
· · · |Ωi|

|∆−
i |

· · · |Ω2|
|∆−

2 |
· |Ω1|　

という再帰式に基づいて，再帰的なモンテカルロ法を構成できる．|Ω1|は高々2通りの解の
実行可能性を確認すれば良いので，容易に計算できる．

0-1ナップサック問題の解に対する素朴なマルコフ連鎖が設計でき，素朴なマルコフ連鎖
は多項式時間で収束することが示されている [42]．



4.2 2元分割表の個数（輸送問題の整数解の個数）

2つのベクトル r ∈ Zm
+ と s ∈ Zn

+ が与えられ，‖r‖1 = ‖s‖1を満たすとする．2元m× n

分割表の数え上げ問題は，輸送多面体中の整数格子点集合

Ω(r, s)
def.
=

{
X = (xi,j) ∈ Zm×n

+

∣∣∣∣∣
∑n

j=1 xi,j = ri (i ∈ {1, . . . ,m}),∑m
i=1 xi,j = sj (j ∈ {1, . . . , n})

}

の要素数の計算であり，#P完全であることが知られている [10]．
いま，添え字 j∗ ∈ {1, . . . , n}は sj > 0を満たすものとする．集合∆i

j∗ ⊂ Ω(r, s)を

∆i
j∗

def.
= {X ∈ Ω(r, s) | xi,n ≥ sn/m} (i ∈ {1, . . . ,m})

と定義すると，
⋃m

i=1 ∆i
j∗ = Ω(r, s)である．従って，少なくともひとつ i∗ ∈ {1, . . . ,m}が存

在して，|∆i∗
j∗ |/|Ω(r, s)| ≥ 1/mが成り立つ．このとき，r′，s′を

r′ def.
= (r1, . . . , ri∗−1, ri∗ − dsj∗/me, ri∗+1 . . . , rm),

s′ def.
= (s1, . . . , sj∗−1, sj∗ − dsj∗/me, sj∗+1 . . . , sn)

とすると，∆i∗
j∗とΩ(r′, s′)には一対一の対応がある．したがって，再帰的なモンテカルロ法

が構築できる [28]．
この問題は，モンテカルロ法を行うのに，集合分割的ではなく，Ω(r, s)を被覆する集合

族を考えているのが特徴的である12．またナップサックの時と異なり，モンテカルロ法で得
られる比は |∆i∗

j∗|/|Ω(r, s)| ≥ 1/mしか保証されない．しかし，この場合でも多項式回のサン
プリングで十分良い近似値が得られる．現在，2元分割表に対してはm（または n）が定数
の場合だけ多項式時間のランダムサンプリング法が知られている [9, 29, 6]．一般のm，nに
関する多項式時間のランダム生成法は未解決である．

5 パーマネントの計算
本章では，素朴には効率的な自己帰着可能性が得られない離散構造の例として，パーマ

ネントの計算法の例を紹介しよう．
パーマネントの計算は古くから知られる問題である13．n × nの 0-1行列のパーマネント

の計算はValiantが示した最初の#P完全問題である [51]．この問題は頂点数 n + nの 2部グ
ラフG = (U, V ; E)の完全マッチングの数え上げ問題と等価である．

5.1 問題

いま，n × n行列A = (ai,j)に対して，パーマネント per(A)は

per(A)
def.
=

∑
σ∈Sn

∏n
i=1 ai,σ(i)

12すなわち，一般に∆i
j∗ ∩ ∆i′

j∗ 6= ∅．
13平面グラフの完全マッチングの数え上げに対しては，Pfaffian向き付けを利用した多項式時間の決定的ア
ルゴリズムが存在する．



と定義される．ただし Snは n次の対称群を表す．行列Aの行列式

det(A)
def.
=

∑
σ∈Sn

∏n
i=1 sgn(σ)ai,σ(i)

と比較すると，足し合わせの各項の値は符号を除いて等しい．特に行列Aの各成分が 0また
は 1のとき，枝集合E = {(i, j) ∈ U × V | aij = 1} を持つ 2部グラフG = (U, V ; E)の完全
マッチングの個数と per(A)は一致する．以下，2部グラフG = (U, V ; E)の完全マッチング
の集合をΩで表し，|Ω|の乱択近似計算法について議論する．

5.2 素朴な自己帰着

枝 e ∈ Eを含む完全マッチングの集合を∆e ⊂ Ωで表す．枝 e∗ = (u, v)は全ての eに対
して，|∆e∗ | ≥ |∆e|を満たすとする．このとき，

⋃
e∈E ∆e = Ωより，|∆e∗ |/|Ω| ≥ 1/mを満た

す．グラフG′をGから頂点 u, vを取り除いたグラフとすると，G′の完全マッチング全体の
集合Ω′は∆e∗と一対一対応をもつ．従って，2部グラフの完全マッチングのランダムサンプ
リングが効率的に行えると |Ω|の計算が行える．

5.3 マルコフ連鎖の設計

そこで，2部グラフの完全マッチングの一様ランダム生成法を考えよう．マルコフ連鎖を
用いたランダム生成法を設計するのだが，完全マッチングM ∈ Ωの “近傍”の数え上げが難
しいので，詳細均衡式を利用して定常分布を設計することは容易ではない．Broderは n− 1

マッチングを状態空間に加えたマルコフ連鎖を提案した [4]．このマルコフ連鎖を紹介する．
頂点対 (u, v) ∈ U × V に対して，Ω[u, v]を uと vにはマッチングの枝が接続していない

n − 1マッチング全体の集合とする．このとき，必ずしも (u, v) ∈ Eでは無いことに注意が
必要である．表記の簡便のため，Ξ

def.
= Ω ∪

⋃
(u,v)∈U×V Ω[u, v]とする．状態空間 Ξをもつマ

ルコフ連鎖の現在の状態X ∈ Ξから次の状態X ′への推移は次のように定義される．まず，
e = (u, v) ∈ Eを一様ランダムに選ぶ．

1. もしX ∈ Ωかつ e ∈ XならX ′ = X − eとする．
2. もしX ∈ Ω[u, v]なら，X ′ = X + eとする．
3. もしX ∈ Ω[u, v′] (v′ 6= v)なら，枝 e′ = (u′, v) ∈ Xに対して，X ′ = X + e − e′とする．
4. もしX ∈ Ω[u′, v] (u′ 6= u)なら，枝 e′ = (u, v′) ∈ Xに対して，X ′ = X + e − e′とする．
5. それ以外の場合X ′ = Xとする．

明らかにX ′ ∈ Ξである．このマルコフ連鎖の定常分布は Ξ上の一様分布となる．したがっ
て，マルコフ連鎖を用いて，Ξ上の一様ランダムな状態X を生成し，X ∈ Ωなら出力する
という方法で，完全マッチングの一様ランダムサンプリングが行える．

Jerrum & Sinclairによって，Broderのマルコフ連鎖は多項式時間で収束することが示さ
れている [19]．しかし，実は上述の方法では完全マッチングのランダムサンプリングはうま
くいかない．というのも，|Ω|/|Ξ| = O(2−

n
3 )となる例が存在し，高次元の呪いに捕らわれて

しまうからである．そこで，Broderのマルコフ連鎖を改変して，効率的なサンプリングを目
指そうというのが今後の方針である．



5.4 パーマネントの計算に対するFPRASの設計

基本的なアイデアとマッチング重み関数 2部グラフG = (U, V ; E)に対して，マッチング
重み関数w : U × V → R+が定義されているとする．このとき，Ξ上の分布 µwを，

µw(M)
def.
=


1

C
(M ∈ Ω)　

w(u, v)

C
(M ∈ Ω[u, v])

と定義する．ただし，Cは正規化定数でC
def.
=

∑
M∈Ξ µw(M)である．マッチング重み関数wを

適切に設定して，定常分布がµwとなるようにBroderのマルコフ連鎖をMetropolis-Hastings

法で改変しようというのがアイデアである．
マッチング重み関数w(u, v)が 1に近い時には，Broderのマルコフ連鎖に近い挙動をし，

多項式時間の収束が見込まれる反面，高次元の呪いの問題が出現する．一方，w(u, v) = 0と
すると，完全マッチングの出現確率は大きくなるが，マルコフ連鎖は既約でなくなってしま
い，収束が遅くなってしまう．
マッチング重み関数 w = w∗が w∗(u, v)

def.
= |Ω|/|Ω[u, v]|と定義されているとすると，任

意の (u, v) ∈ U ×V に対して，w∗(u, v) · |Ω[u, v]| = |Ω|が成り立つことから，
∑

M∈Ω µ(M) =

1/(n2 +1)が成り立つ．すなわち，Ξ上のµに従うランダムな点がΩに入る確率は 1/(n2 +1)

となり，素朴な手法で問題となった高次元の呪いを回避することができる．また，このとき
マルコフ連鎖も多項式時間で収束することを Jerrum, Sinclair & Vigodaは示している [21]．
したがって，w∗を計算できれば 2部グラフの完全マッチングのランダムサンプリングが

効率的に行える．しかし，マッチング重み関数値 w∗(u, v)の計算は容易ではない．そこで，
w∗(u, v)を近似計算しようと言うのが，Jerrum, Sinclair & Vigodaのアイデアである [21]．

枝活性度の導入と自己帰着性 完全 2部グラフKn,nに対して，枝活性度関数λ : U×V → R+

が定義されているとする．完全 2部グラフKn,nの完全マッチング全体の集合を Ω′で表し，
頂点対 (u, v) ∈ U × V がマッチされていない n − 1マッチングの集合を Ω′[u, v]で表す．ま
た，Ξ′ def.

= Ω′ ∪
⋃

(u,v)∈U×V Ω′[u, v]とする．枝活性度関数の定義を拡張して，M ∈ Ξ′に対し

ても λ(M)
def.
=

∏
e∈M λ(e)と定義する．

2部グラフG = (U, V ; E)の枝集合Eに対して，たとえば，λ = λ∗を λ∗(e) = 1 (e ∈ E)，
λ∗(e) = 1/n! (e 6∈ E) と定義すると，

∑
M∈Ω′ λ(M)は 2部グラフ Gの完全マッチングの個

数 |Ω|の近似解となる．また，λ = λ0 を λ0((u, v)) = 1 ((u, v) ∈ U × V )と定義すると，∑
M∈Ω′ λ0(M) = |Ω′| = n!と，容易に計算できる．そこで，λを λ0から λ∗へ少しづつ変化

させていく．
枝活性度関数 λをもつ完全 2部グラフKn,nに対して，マッチング重み関数wが

w(u, v) '
∑

M∈Ω′ λ(M)∑
M∈Ω′[u,v] λ(M)

((u, v) ∈ U × V ) (4)

を満たしている時，Ξ′上の分布 µλ,w(M)
def.
= λ(M)w(M)

C(λ,w)
を定常分布にもつ Broder型のマルコ

フ連鎖が多項式時間で収束することを Jerrum, Sinclair & Vigodaは示している [21]．ただし，
M ∈ Ω[u, v]に対して便宜的にw(M) = w(u, v)と表し，M ∈ Ωに対してはw(M) = 1として



いる．また，C(λ,w)
def.
=

∑
M∈Ξ′ λ(M)w(M)は正規化定数である．この時，µ(Ω′)は 1/O(n2)

となる．したがって，λ∗に対して，(4)を満たすようなマッチング重み関数w∗が計算でき，
C(λ∗, w∗)を計算できれば，|Ω| = C(λ∗, w∗) · µλ∗,w∗(Ω′)という形で，2部グラフの完全マッ
チングの計算が可能である．
詳細は省略するが，枝活性度関数の列λ0, λ1, · · · , λqをλi+1 = e−

1
2 λiを満たすように設定す

ると，λiと (4)を満たすようなマッチング重み関数wiから，wi+1およびC(λi, wi)/C(λi+1, wi+1)

をモンテカルロ法で推定することができ，

C(λ∗, w∗) = C(λq, wq) =
C(λq, wq)

C(λq−1, wq−1)
· C(λq−1, wq−1)

C(λq−2, wq−2)
· · · C(λ1, w1)

C(λ0, w0)
· C(λ0, w0)

の形で，所望の結果が得られる．

6 まとめ

本稿では，自己帰着可能性をキーワードに，数え上げ困難な問題に対する再帰的なモン
テカルロ法を利用した近似精度保証つきアルゴリズムの設計法を紹介した．

マルコフ連鎖の収束具合の算定 理論的な精度保証と計算量の評価を行うためには，マルコ
フ連鎖の収束具合，モンテカルロ法のサンプリング回数，スケーリングの効率性など，相互
に緊密に関連する話題に注意して，確率不等式をはじめとする道具を駆使した細心の議論が
必要となる．中でもモンテカルロ法のための効率的なランダム生成法を支える「マルコフ連
鎖の収束スピードの算定」は，この研究における中心的な話題と言える．マルコフ連鎖の収
束スピードを算定するために，コンダクタンス法 [47, 48]，カップリング法 [1, 5]，log-Sobolev

不等式 [41]など様々な算定手法が開発されている [12]．
一方，マルコフ連鎖のシミュレーション方法を工夫することで，定常分布に厳密に実現

するという，完璧サンプリング法 (perfect sampler)が Propp & Wilsonによって提案されて
いる [45, 14, 34]．この奇抜な手法に対して “うまく”マルコフ連鎖が設計することができれ
ば，非常に実用的で理論的保証を持つサンプリング法が得られる [45, 29, 30, 31, 38]．

関連する話題と様々な分野の関連 自己帰着可能性を介して，（近似）数え上げと（近似）ラ
ンダム生成法は密接に関連することが知られている [22]．自己帰着可能性は，アルゴリズム
設計では古くから良く利用される基本的な性質である．今後，計算幾何，最適化，列挙算法
などで培われた技法を利用し，または還元することで，重要な未解決問題の解決の糸口が得
られることが期待される．
効率的なMCMC法の設計についての議論は，アルゴリズムの分野だけではなく，統計物

理学，統計学をはじめとする様々な分野で，理論，実用の両面から研究されている．統計学
の分野では，本稿で紹介した Jerrum. Sinclair & Vigodaのパーマネントの計算法のアイデ
アとも近いブリッジサンプリング，パスサンプリングが活発に議論されている [39, 13, 44]．
また，統計物理の分野では，アニーリング法とも関係のあるレプリカ交換法，拡張アンサン
ブル法といった手法が研究されている [50]．



MCMC法を使おう！ MCMC法を用いた多項式時間乱択近似計算法については，本稿で
あげた例の他にも，Isingモデルの分配関数の計算 [19, 45, 16]，s-t経路ネットワーク信頼性
の計算 [27]，暗号の安全性の解析手法 [35]，待ち行列ネットワークの指標計算 [32, 33]，など
が提案されている．また，高次元凸体のランダムサンプリング法を利用して凸計画問題を解
く乱択アルゴリズムが提案されている [2]．

MCMC法は実用的手法としても優れており，生態情報学，人工知能，機械学習，データ
マイニングなど様々な応用諸分野で用いられている．他のヒューリスティクス同様，最悪ケー
スを考えるとマルコフ連鎖の収束に時間がかかり，近似精度の理論的保証が困難な問題でも，
実用的なインスタンスに対しては，収束が速く，精度の高い近似解が得られる場合もある．
実験的にマルコフ連鎖の収束を算定する手法なども提案されており，ヒューリスティクスと
してパラメータをチューニングすれば，実用的に十分使える道具である．また，MCMC法
の利点として並列化が容易という点もあげられる．計算が困難な問題に対する解決策の一つ
として，ぜひMCMC法を試していただきたい．もし性能が良ければ，それから理論的な精
度保証に挑戦しても遅くはない．
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